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Dans Ie cas qui nous interesse ou les ondes sont planes, 
la limitation du milieu par deux plans indefinis et 
paralleles au front d'onde ne modifie pas Ie schema ideal 
d'un milieu illimite. Par contre, la presence des surfaces 
laterales aITecte generalement Ie mode de vibration 
C't la vitesse dc propagation. Les vihrations ne sont 
plus longitudinales ou tran. versales, et la vitesse 
devient dependante de l'importance des dimensions 
laterales par rapport a la longueur d'oJlde. Autrement 
dit, Ie mili eu devient geometriquement dispersif. 

On sait que la recherche des solutions des equations 
des vibrations elastiques qui satis font a toutes les 
conditions aux limites, se heurte a d'importantes dim­
cultes mathematiques. Cepenclant, plusieurs solutions 
approchecs ont ete etudiees pour les corps isotropes 
sans perte, ayant les form es simplifiees suivantes : 

1) Barreau cylindriqu e long, de longueur L » 2a, 
Oll 2a est Ie diametre. 

2) Plaque circulaire mince, d'epaisseur e « 2a, OU 2a 
est Ie diametre. 

Dans Ie prcmier cas, on a trouve des solutions annu­
lant les contraintes sur la surface cy lindriqu e. Par contre, 
les contraintes peuvent etre quelconques su r les faces 
planes extremes au voisinage desquelles les so lutions 
IIC sont donc qu'approximatives. Dans Ie second cas, 
les contra intes sont an nuJees sur les faces planes de la 
plaque, a lor's qu'elles sont rendues seu lcment aussi 
faiblcs que possihle sur la surface cylindrique. 

Dans les experiences des ultrasons, la longueur d'onde 
est generalcment petite par rapport aux dimensions 
laterales de I' echanti ll on . NOlls allons examiner com­
ment s'eITectue Ie passage a la limite quand Ie rap­
port 2a JA dC"icJlt tres grand, ou 2a est Ic diametre de 
l'echantillon et A la longueu r' d'ondc. 

II-C. Propagation des ondes planes suivant 
l'axe d'un barreau long de diametre 2a » A, 
A etant la longueur d'onde. - A partir de la solu­
tion de Porhhammer, on pel.lt etudier trois modes de 
yibrations : quasi-longitudinal, de torsion et de fl exion . 
Parmi ces modcs, nous ne considerons que Ie premier 
qui est habituellement excite dans Ie domaine des 
ultrasons. 

Pour ce modc, les solutions de I'equation seculaire [17] 
donnent li eu a de multiples branches de dispersion qui 
relient la vitesse de phase et la frequence ou la longueur 
d'ondc. Unc sellle de ces branches, etudiee en parti­
culier par Bancroft [18J, s'etend jusqu 'a la region des 
basses fr equence (A » 2a ). C'est cette region qui CO l'­
respond aux conditions experimenta les de la methode 
de resonance. Yers les hautes frequences (A « 2a ), 
la vi tesse de phase sur cette hranehe tcnd vers celie 
de Rayleigh. Cc comportement paradoxal ne peut etre 
rctcnu dans notrc cas, car iI conduirait a unc energie 
y ihratoirc CO Jl centree au voisiJlage de la surface cylin­
drique, alors que notre champ ultrasonorc interessc 
surtout la region centrale de l'echantillon. 

H olden [19] a ctud i6 d'autres branches de dispersion 
ct il trouve notamment qlle POlll" toutcs ees branches, 
In vi tcsse de phase des ondes quasi longitudinales 
tend vcrs la ,·itcsse limit e dl! modc transvcrsal pour 
A « 2a . Ceci laisse sllpposcr que Ie mode quasi longi­
tudinal , qui conticnt necessairement unc composante 

transversale pour que les contraintes puissent s'anlluler 
sur la surface cylindriqu e, se transforme en un mode 
transversal qui serait plus stahle a la limite dcs hautes 
frequences . 

L'ensemhle de ces resultats nous montre que Ic 
schema du barreau long ou I' on fait a hstraction dcs 
conditions aux limites sur les extremites ne peut servir 
a eva luer i'influence des surfaces laterales sur la vitesse 
limite. 

II-D . Propagation des ondes planes suivant 
l'epaisseur d'une plaque mince de diametre 2a » A, 
A etant la longueur d'onde. - II est plus facile, 
dans ce cas, d'examiner les vibrations en regime pet'ma­
nerrt, c'est-a-dire les ondes stationnaires. On etudie 
alors les frequences de resonance en cpa isseur, ce qui 
permet, connaissant Ie rang de l'harmonique, de calculer 
les vitesses. 

Aggarwal [20J a donne l'cquation scculaire des Ire­
quences propres dans line solution generale ou les 
vibrations ont une symetrie de revolution autour dc 
l'axe de la plaque. II a notamment fait remarqucr 
que les solutions de cette equation conduisent a des 
vitesses egales aux vitesses limites quand Ic rayon de la 
plaque augmente indefiniment. Plus rccemment, Zarcm ­
howitch [21J a ciemontre, a partir de la solution geJle­
rale precedente, qllc les vitesses dans unc plaque de 
rayon fini sont toujours superieur-es aux vitesses Ii mites 
correspond antes. D'apres des mesures optiqu es precises 
de la vitesse des ondes longitudinales, cet auteur a, 
en outre, suggere une regIe empirique scIon laquelle 
la vitesse limite est atteinte avec une eneuI' relative 
inferiellre a 5.10-4 si les dim ensions laterales de l'echan­
tillon sont superieures a 50 A. 

Sous la rubrique suivante, nous reprenons l'etud e des 
yibrations symetriques de la plaque mince a partir 
d'une solution moins generale que celi e d' Aggarwal, 
mais qui pennet de mieux examincr Ie passage a la 
limite. NOlls clemontrerons, en particulier, que l'ordre 
de grandeur, suggere par Zarembowiteh, peut etre 
ju stifie theoriquement. 

II-E. Etude des vibrations symetriques en ondes 
quasi longitudinales d'une plaque isotrope circu­
laire de diametre 2a » A, oil A est la longueur 
d'onde. - TouS cherchons une solution dans laquell e 
Ie 1110uvement d'un point quelconque de la plaque a 
scul ement deux composantes U et W suivant les dir'cc- ­
tions r et Z respectivement (fig. 6). Par suite de la 
symetri e de revolution autour de oZ, U et W ne depen­
dent que des coordonnees r et Z du point considere. 
Dans ce cas, les equations du mouvement s'ecrivent 

(6) 

A et f.I. sont les constantcs de Lame dc la plaque et 
p sa del1site. ous considerons en particulicr les solutions 
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FIG. 6. - Vibrations symetriques 

d' une plaque circulaire. 

irrotationnelles (ondes quasi-Iongitudinales). Les parties 
spatiales de '0 et W peuvent alors s'obtenir it partir 
d'une seule fonction <1>(r, Z) 

'0 = u exp err:i(t W = II' exp 2rr:i(t 
avec 

et 
() <1> U U (}w 

IV = (}Z => (}Z - u'r = 0 

ou ( est la frequence. 
Les equations (6) se reduisent dans ce cas it une seule 

equation en <1> : 

(}2(J) 1 (}<1> U·2<1> 4rr:2(2 P 
U-r2 +;: (}r + u·Z2 + (2f.l + A) <1> = 0 

'One des solutions possibles de cette equation peut 
s'ecrire : 

<1> = AJo(~r) sin Yh2 - ~2Z 

avec les notations suivantes : 

Jo, fonction de Bessel, d'ordre 0, ~ et A deux constantes 
reelles ; et 

ou 

VI = Y (2 f.l + A)/p 

est la vitesse limite des ondes longitudinales (milieu 
illirnite). 

Les deplacements u et II' prennent done les formes : 

u = - ~AJl( ~r ) sin Yh2 
- ~2Z i (7) 

w = AJo( ~r) cos Yh2 - ~2Z \ 

ou J1 est la fonction de Bessel d'ordre 1. A partir de 
ces deplacements, on peut ecrire les contraintes nor­
males crr et crz (en realite crrr et crzz) et la contrainte 
tangentielle 'rrZ 

crr = - A [ (Ah2 + 2f.lW)Jo ( ~r) - 2f.l~ Jl~r ) ] 
sin~2Z (8) 

crz = - A[2f.l(h2 - ~2) + Ah2)Jo (~r ) sin v'h2 - ~2Z 
TrZ = - 4Af.l~y'h2 - ~2Jl ( ~r ) cos Yh2 - ~2Z 

1) Conditions aux limites. - a) CAS OU ~ PE U T ETRE 
NUL. - crz et TrZ doivent s'annuler sur les faces planes 
Z = ± C et r quelconque, d'ou les equations: 

Ann. prys., 1972, t. 7, nO 3 

[2f.l(h2 
- ~2 ) + Ah2] sin Y~C = 0 

~Yh2 - ~2 cos Yh2 - ~2C = 0 

qui sont satisfaites par les solutions ~ = 0 et he = nrr:, 
ou nest entier > O. Les frequences propres de la plaque 
sont alors donnees par : 

D'autre part, il est faci le de voir que ces solutions 
conduisent a une longueur d'onde A : 

2e 
A = - (2e, epaisseur de la plaque ). 

n 

11 s'ensuit que la vitesse de propagation est egale 
it la vitesse limite ' I. Par ailleurs, la composante f.l 
du deplacement s'annule partout, c'est-it-dire que l'onde 
devient longitudinale. Cependant, la contrainte nor­
male crr ne s'annule sur la surface de revolution que si 
Ie rayon a augmente indMiniment, de telle maniere 
que Ie produit ~a puisse etre racine de l'equation 
Jo (~a) = O. 

b) CAS OU ~ # O. - On voit, d'apres ce qui precede, 
que Ie passage it la limite, quand Ie rayon a augmente 
indMiniment, peut etre etudie en prenant ~ petit, ou 
plus precisement ( ~/h)« 1. Cherchons une solution 
proche du cas ideal precedent ou he prendra les valeurs 
he = nrr:(1 + ~) , OU ~ « 1. 

Ceci exprime que la nouvelle frequence de resonanee ( 
(pour n fixe) sera reliee it la frequence precedente fl 
par: 

( - (I 
T= ~· 

Dans ces conditions, crz et TrZ ne peuvent plus etre 
rigoureusement annulees sur les faces planes de la 
plaque. Pour se rendre compte de leur importance sur 
ces faces, il convient de les compareI' a I crz(r, Z) Imaxi 

qui est la contrainte normale maximale dans la direction 
de propagation des ondes quasi longitudinales 

I TrZ(r, Z) Imaxi f.l ~ 1 
I crz(r, Z) Imaxi < (2f.l + A) h « . 

On voit donc que TrZ est relativement petite dans toute 
la plaque. Pour rendre Ie rapport: 

I crz(r, ± e) Imaxi 
I crz (r, Z) Imaxi 

egalement petit, il suffit d'annuler les termes les p lus 
importants dans Ie developpement limite de crz (r, ± C) 
en ~/h et ~ . 

On obtient alors la relation: 

e~ ~ 
~ -- . ~ 

- 2rr:n It · 

Mais puisque la plaque est it la meme resonance que 
dans Ie premier cas, la longueur d'onde reste inchan­
gee (1). La nouvelle vitesse Vest donc reliee it la vitesse 
limite VI par: 

(1) On peut Ie demontrer d'une fal,(on plus rigoureuse a partir des expressions des deplacernents . 
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